Sur la linearite de la fonction de Artin by Rond, Guillaume
ar
X
iv
:m
at
h/
04
12
28
4v
4 
 [m
ath
.A
C]
  2
5 O
ct 
20
05
SUR LA LINÉARITÉ DE LA FONCTION DE ARTIN
ABOUT THE LINEARITY OF THE ARTIN FUNCTION
GUILLAUME ROND
Résumé. Nous donnons ii un ontre-exemple à une vieille onje-
ture en théorie des singularités. Cette onjeture est que la fontion
qui apparait dans la version forte du théorème d'approximation
de Artin est majorée par une fontion ane. Tout d'abord nous
faisons une étude de l'approximation diophantienne entre le orps
des séries en plusieurs variables et son omplété pour la topologie
m-adique. Nous montrons, à l'aide d'un exemple, qu'il n'existe pas
de version du théorème de Liouville dans e ontexte. Ce même
exemple nous fournit notre ontre-exemple (théorème 1.2). Nous
appliquons ela pour donner une nouvelle preuve du fait qu'il n'ex-
iste pas de théorie de l'élimination des quantiateurs pour le orps
des séries en plusieurs variables.
Abstrat. We give here a ounter-example to an old onjeture
in the theory of singularities. This onjeture is that the fun-
tion that appears in the strong Artin approximation theorem is
bounded by a ane funtion. First we study diophantine approx-
imation between the eld of power series in several variables and
its ompletion for the m-adi topology. We show, with an example,
that there is no Liouville theorem in this ase. This example give
us our ounter-example (f. théorème 1.2). As an appliation, we
give a new proof of the fat that there is no theory of elimination
of quantiers for the eld of frations of the ring of power series in
several variables.
1. Introdution
En 1969, M. Artin a prouvé le théorème suivant (version forte du
théorème d'approximation de Artin) :
Théorème 1.1. [Ar℄ Soit I un idéal de ON [X1, ..., Xn] engendré par
les fl pour 1 ≤ l ≤ r. Il existe une fontion β : N −→ N telle que :
∀i ∈ N ∀x ∈ OnN tels que
1
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∀l fl(x) ∈ m
β(i)+1
N O
r
N
)
=⇒
(
∃ x ∈ OnN tel que
x− x ∈ mi+1N O
n
N
et ∀l fl(x) = 0
)
où mN est l'idéal maximal de ON , l'anneau des séries formelles en N
variables sur un orps k quelonque.
Pour I un idéal deON [X1, ..., Xn], nous appellerons fontion de Artin
de I la plus petite fontion β : N −→ N qui vérie le théorème i-
dessus. Ce théorème nous dit don que les solutions approhées des fl
sont prohes de vraies solutions pour la topologie m-adique, la fontion
β étant une "mesure" de ette approximation. Dans le as N = 1, M.
J. Greenberg [Gr℄ a montré que la fontion de Artin d'un idéal était
majorée par une fontion ane. Le fait que dans e as la fontion de
Artin d'un idéal soit bornée par une fontion ane peut s'interpréter
en terme d'inégalité de type ojasiewiz sur l'espae des ars (f. re-
marque 2).
D'autre part, si ON −→ ON [X1, ..., Xn]/I est lisse et N quelonque,
alors la fontion de Artin de I est égale à l'identité. La fontion de
Artin d'un tel idéal peut don être vue omme une mesure de la lissité
du morphisme préédent.
La onjeture suivante a été formulée en 1989 [Sp℄ (voir aussi [DS℄) :
Conjeture : Toute fontion de Artin est bornée par une fontion
ane.
Ce problème a été étudié, entre autres, par D. Delno et I. Swanson,
M. Hikel, S. Izumi, M. Spivakovsky, B. Teissier (f. par exemple [Iz℄,
[Sp℄, ou [DS℄).
Voii quelques exemples d'idéaux dont la fontion de Artin est bornée
par une fontion ane (voir aussi [Ro℄) :
- les idéaux prinipaux deON [X, Y, Z1, ..., Zn] engendrés par les polynmes
de la forme XY −
∑
i fiZi où l'idéal (f1, ..., fn) est premier (théorème
d'Izumi [Iz℄),
- les idéaux de ON [X1, ..., Xn] engendrés par des polynmes homogènes
de degré 1 (voir par exemple [Ro℄, théorème 3.1),
- les idéaux prinipaux deON [X, X1, ..., Xn] engendrés par les polynmes
de la forme Xn + fXn−1X1 + · · ·+ f
nXn où f ∈ ON ([DS℄, théorème
3.10).
Enn, préisons que pour N = 1, ette fontion apparait dans l'étude
de l'espae des ars d'un germe singulier de variété [LJ℄ et en intégra-
tion motivique [DL℄ (J. Denef et F. Loeser relient ette fontion ave
ertaines séries de Poinaré motiviques, f. théorème 8.1).
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Nous donnons ii un ontre-exemple à ette onjeture :
Théorème 1.2. La fontion de Artin du polynme
P (X, Y, Z) := X2 − ZY 2 ∈ ON [X, Y, Z]
est bornée inférieurement par une fontion polynomiale de degré 2 si
N ≥ 2 et si la aratéristique de k est diérente de 2.
Nous relions tout d'abord un résultat de type approximation dio-
phantienne sur le orps KN (le orps des frations de ON ) à l'existene
d'une fontion de Artin (proposition 2.1 et orollaire 2.3). Nous mon-
trons ensuite, à l'aide d'un exemple (f. exemple 2.4), qu'il n'existe pas
de résultat du type théorème de Liouville pour une extension nie de
KN dans K̂N , son omplété pour la topologie mN -adique. Nous nous
appuyons alors sur et exemple pour donner notre ontre-exemple à la
onjeture itée préédemment (théorème 1.2). La preuve du théorème
1.2 (partie 3) peut se lire indépendamment de la partie 2 qui traite
de l'approximation diophantienne. La partie 2 permet ependant d'é-
lairer le théorème 1.2.
Enn, nous déduisons de ela, en dernière partie, qu'il n'existe pas
de théorie d'élimination des quantiateurs dans KN , pour N ≥ 2
(théorème 4.1), pour le langage déni dans la dernière partie.
Je suis très reonnaissant à M. Hikel et M. Spivakovsky pour leurs
onseils et enouragements. Je tiens aussi à remerier J. Niaise pour
m'avoir fait remarquer que l'élimination des quantiateurs dans KN
impliquait que toute fontion de Artin était bornée par une fontion
ane.
Soient N un entier positif non nul et k un orps ; nous utiliserons les
notations suivantes :
 ON est l'anneau des séries formelles k[[T1, ..., TN ]] et mN son idéal
maximal (ou m quand il n'y aura pas d'équivoque possible sur N).
 ord est la valuation mN -adique sur ON . Cette valuation dénit une
norme | | sur ON en posant |x| = e
−ord(x)
et ette norme induit
une topologie appelée topologie m-adique.
 VN :=
{
x
y
/ x, y ∈ ON et ord(x) ≥ ord(y)
}
, l'anneau de valuation
disrète qui domine ON pour ord. Nous noterons m
′
N son idéal
maximal.
 V̂N := k
(
T1
TN
, ..., TN−1
TN
)
[[TN ]] est le omplété pour la topologiem
′
N -
adique de VN . En eet, et anneau orrespond au omplété le long
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du diviseur exeptionnel de l'anneau ON . Nous noterons m̂N l'idéal
maximal de et anneau, ord l'extension de la valuation m
′
N -adique
et | | l'extension de la norme assoiée.
 KN et K̂N sont respetivement les orps de frations de ON et de
V̂N . On peut remarquer que K̂N est le omplété de KN pour la
norme | |.
Remarque 1. Un théorème de Wavrik (f. [Wa℄) donne l'existene
de la fontion de Artin pour les systèmes d'équations polynomiales à
oeients dans k{T1, ..., TN}, l'anneau des séries onvergentes, quand
k est muni d'une norme. Tout e qui est énoné dans la suite est enore
valable dans e as.
Remarque 2. Soit I = (f1, ..., fp) un idéal de ON [X1, ..., Xn]. Notons
F le sous ensemble de OnN déni par f1 = · · · = fp = 0. Notons d la dis-
tane sur OnN induite par la norme | |∞ sur O
n
N , elle-même dénie par
|(x1, ..., xn)|∞ = maxi |xi|. Alors la fontion de Artin de I est bornée
par une fontion ane si et seulement si nous avons l'inégalité suivante
de type ojasiewiz :
max
i
|fi(x1, ..., xn)| ≥ K d(x, F )
a
où K et a sont des onstantes indépendantes des xi (pour une preuve
de e résultat, voir [H2℄).
2. Polynme homogène à zéro isolé et approximation
diophantienne
Nous allons montrer ii que la fontion de Artin d'un polynme ho-
mogène à zéro isolé est bornée par une fontion ane si et seulement
si nous avons un résultat de type approximation diophantienne (f.
remarque 3) :
Proposition 2.1. Soit P ∈ ON [X1, ..., Xn] un polynme homogène
de degré d qui a pour unique zéro dans OnN le point (0, ..., 0). Notons
Qi(X1, ..., X̂i, ..., Xn) le polynme P (X1, ..., 1, ..., Xn) où la variable
Xi est remplaée par 1 dans P , pour i ∈ {1, ..., n}.
Le polynme P admet une fontion de Artin bornée par une fontion
ane si et seulement si il existe deux onstantes positives a et b telles
que nous ayons
(1) min
j
{
ord
(uj
v
− yj
)}
≤ a ord(v) + b.
pour tout i ∈ {1, ..., n}, pour toute raine (y1, ..., ŷi, ..., yn) de Qi dans
V̂N et pour tout u1, ..., ûi, ..., un et v dans ON .
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Remarque 3. La ondition (1) peut aussi s'énoner sous la forme
suivante : il existe deux onstantes positives c et K telles que pour tout
entier i ∈ {1, ..., n}, pour toute raine (y1, ..., ŷi, ..., yn) de Qi dans V̂N
et pour tout u1, ..., ûi, ..., un et v dans ON nous ayons
max
j
{∣∣∣uj
v
− yj
∣∣∣} ≥ K|v|c.
Remarque 4. En fait, omme le montre la preuve de ette proposition,
deux as peuvent se produire : soit auun des polynmes Qi n'admet de
solutions dans V̂N , soit au moins un de es polynmes en admet une.
Dans le premier as, la preuve nous permet de dire que la fontion de
Artin de P est bornée par une fontion de la forme i 7−→ di + c où
c ∈ N.
Dans le seond as, si la ondition (1) est vériée, alors la fontion de
Artin de P est bornée par une fontion de la forme i 7−→ d′i + c où
c ∈ R+ et d
′ > d sont des onstantes.
Avant de donner la preuve de ette proposition, nous allons d'abord
énoner un lemme qui va nous permettre de reformuler le théorème de
Artin dans le as partiulier des polynmes à zéro isolé :
Lemme 2.2. Soit P un polynme de ON [X1, ..., Xn] ayant pour seul
zéro à oordonnées dans ON le point (0, ..., 0). Le polynme P admet
une fontion de Artin majorée par la fontion β, si et seulement si nous
avons l'inégalité :
(2) ∀(x1, ..., xn) ∈ O
n
N , ord(P (x1, ..., xn)) ≤ β
(
min
k
{ord(xk)}
)
.
En partiulier P admet une fontion de Artin majorée par une fontion
ane, si et seulement si il existe deux onstantes a et b telles que
(3) ∀(x1, ..., xn) ∈ O
n
N , ord(P (x1, ..., xn)) ≤ amin
k
{ord(xk)}+ b.
Démonstration du lemme. Supposons que la fontion de Artin de
P soit majorée par la fontion β. Soient (x1, ..., xn) ∈ O
n
N et i ∈ N
tels que P (x1, ..., xn) ∈ m
β(i)+1
et P (x1, ..., xn) /∈ m
β(i+1)+1
. Alors
d'après le théorème 1.1, il existe (x1, ..., xn) ∈ O
n
N tel que pour tout k,
xk − xk ∈ m
i+1
, et P (x1, ..., xn) = 0. Par hypothèse sur P , nous avons
néessairement xk = 0 pour tout k. Et don ord(xk) ≥ i + 1. Nous
avons don l'inégalité (2).
Inversement si nous avons l'inégalité (2), et si (x1, ..., xn) ∈ O
n
N vérie
P (x1, ..., xn) ∈ m
β(i)+1
, alors néessairement xk ∈ m
i+1
pour tout k, et
la fontion de Artin de P est bornée par la fontion β. 
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Démonstration de la proposition. Soient P omme dans l'énoné et
x1, ..., xn ∈ ON . Quitte à hanger le nom des variables, nous pouvons
supposer que nous avons ord(x1) ≤ ... ≤ ord(xn). Nous avons alors
P (x1, ..., xn) = x
d
1P
(
1,
x2
x1
, ...,
xn
x1
)
.
Notons alors Q1(Y2, ..., Yn) le polynme P (1, Y2, ..., Yn). Le polynme
Q1 n'a pas de raine dans ON . Il n'en a don pas non plus dans VN ,
mais peut en avoir dans V̂N .
Supposons que Q1 n'ait pas de raine dans V̂N . Comme V̂N est de
la forme K[[T ]] où K est un orps et T une variable formelle, d'après
le théorème de Greenberg (f. [Gr℄), Q1 admet une fontion de Artin
bornée par une onstante c et dans e as nous obtenons
ord
(
P
(
1,
x2
x1
, ...,
xn
x1
))
< c+ 1.
Don
ord (P (x1, ..., xn)) < d ord(x1) + c+ 1 .
Et don, d'après le lemme 2.2, la fontion de Artin de P est bornée par
une fontion ane dont le oeient de linéarité peut être hoisi égal
à d. Cei orrespond au premier as énoné dans la remarque 4.
Si Q1 a des raines dans V̂N , toujours d'après [Gr℄, Q1 admet une
fontion de Artin bornée par une fontion ane i 7−→ λi+ µ. Notons
(y2, ..., yn) un plus prohe zéro de
(
x2
x1
, ..., xn
x1
)
pour la topologie m-
adique.
Supposons que nous ayons minj
{
ord
(
xj
x1
− yj
)}
≤ a ord(x1) + b où a
et b sont des onstantes. Alors nous avons
ord
(
Q1
(
x2
x1
, ...,
xn
x1
))
< λ
(
min
j
{
ord
(
xj
x1
− yj
)}
+ 1
)
+ µ+ 1
< λ(a ord(x1) + b+ 1) + µ+ 1.
D'où
ord(P (x1, ..., xn)) < (aλ+ d) ord(x1) + λa(b+ 1) + µ+ 1.
Et don, là enore d'après le lemme 2.2, la fontion de Artin de P est
bornée par une fontion ane dont le oeient de linéarité est strite-
ment plus grand que d. Cei orrespond au seond as énoné dans la
remarque 4.
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Inversement, supposons qu'il existe i ∈ {1, ..., n} tel que, pour tout
c ∈ N, il existe une raine (y1,c, ..., ŷi,c, ..., yn,c) de Qi dans V̂N et des
uj,c et vc dans ON tels que
min
j
{
ord
(
uj,c
vc
− yj,c
)}
≥ c ord(vc).
Comme ord(yj,c) ≥ 0, nous avons ord
(
uj,c
vc
)
≥ 0 pour tout j et pour
tout c et don min(ord(vc), ord(u2,c), ..., ord(un,c)) = ord(vc).
Nous avons
Qi
(
u1,c
vc
, ...,
un,c
vc
)
= Qi
(
u1,c
vc
, ...,
un,c
vc
)
−Qi (y1,c, ..., yn,c) =
= Qi
(
u1,c
vc
, ...,
un,c
vc
)
−Qi
(
y1,c,
u2,c
vc
, ...,
un,c
vc
)
+
+Qi
(
y1,c,
u2,c
vc
, ...,
un,c
vc
)
− · · · −Qi (y1,c, ..., yn,c)
Or nous avons
Qi
(
y1,c, ..., yj−1,c,
uj,c
vc
, ...,
un,c
vc
)
−Qi
(
y1,c, ..., yj,c,
uj+1,c
vc
, ...,
un,c
vc
)
=
=
(
uj,c
vc
− yj,c
)
Ui
où Ui ∈ V̂N (ar Qi est à oeients dans ON , et les
uj,c
vc
et les yj,c sont
dans V̂N).
Nous en déduisons que
(4)
ord
(
Qi
(
u2,c
vc
, ...,
un,c
vc
))
≥ min
j
{
ord
(
uj,c
vc
− yj,c
)}
≥ c ord(vc).
D'où
ord(P (vc, u2,c, ..., un,c)) ≥ (c+ d) ord(vc).
Don P n'admet pas de fontion de Artin bornée par une fontion
ane, ar P ne vérie pas l'inégalité (3) du lemme 2.2. 
Nous déduisons de la proposition préédente le résultat d'approxima-
tion diophantienne suivant :
Proposition 2.3. Soit x ∈ K̂N algébrique sur KN tel que x /∈ KN .
Alors il existe une fontion γ : N −→ N telle que
ord
(u
v
− x
)
≤ γ(ord(v))
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pour tous u et v dans ON .
Si Q = adX
d + · · · + a0 est le polynme minimal de x sur ON , alors
γ est majorée par une fontion ane si et seulement si la fontion de
Artin de P = adX
d + ad−1X
d−1Y · · · + a0Y
d ∈ ON [X, Y ] est majorée
par une fontion ane, 'est-à-dire qu'il existe a ≥ 1 et K ≥ 0 tels que∣∣∣u
v
− x
∣∣∣ ≥ K|v|a, ∀u, v ∈ ON .
Démonstration. Soit x ∈ K̂N algébrique sur KN . Si ord(x) ≥ 0, soit
Q un polynme irrédutible de ON [X ] tel que Q(x) = 0 et P (X, Y )
l'homogénéisé de Q. Le orollaire déoule alors de la proposition préé-
dente si P admet une fontion de Artin bornée par une fontion ane.
Si e n'est pas le as, l'existene de la fontion de Artin de P , notée β,
nous permet de dire, en reprenant l'inégalité (4) de la dernière partie
de la preuve de la proposition préédente et grae au lemme 2.2,
β(ord(v)) ≥ β(min{ord(u), ord(v)}) ≥ ord(P (u, v)) =
= ord
(
Q
(u
v
))
+ d ord(v) ≥ ord
(u
v
− x
)
+ d ord(v).
Le résultat en déoule diretement.
Si ord(x) < 0, notons Q un polynme irrédutible de ON [X ] tel que
Q(x) = 0. Soit P (X, Y ) l'homogénéisé de Q et R(Y ) = P (1, Y ). Le
polynme R est irrédutible, de même degré que Q et R(1/x) = 0.
Nous avons alors Q
(
u
v
)
= u
d
vd
R
(
v
u
)
. Si le terme initial de
u
v
est dif-
férent du terme initial de x pour la valuation ord, alors nous obtenons
ord
(
u
v
− x
)
≤ ord(x). Sinon, ord(u) + ord(x) = ord(v). Sahant que
1/x ∈ V̂N , d'après le lemme 2.2 et l'existene la fontion de Artin
β du polynme P , nous obtenons omme préédemment l'inégalité
ord
(
v
u
− 1
x
)
≤ β(ord(u))− d ord(u) ≤ β(ord(u)).
Don nous avons
ord
(u
v
− x
)
= ord
(
ux
v
(
v
u
−
1
x
))
= ord
(
v
u
−
1
x
)
≤ β(ord(v)−ord(x)).
Dans tous les as, nous avons ord
(
u
v
− x
)
≤ β(ord(v)−ord(x))+ord(x).

Exemple 2.4. Supposons que la aratéristique de k est diérente
de 2. Nous présentons ii une suite (xp)p∈N\{0, 1, 2} d'éléments de K̂N ,
haun de degré 2 sur KN , pour lesquels il existe up, k et vp, k tels
que
∣∣∣xp − uk, pvk, p ∣∣∣ = Cp|vk| p2−1 et ord(vp, k) tend vers +∞ ave k, où Cp
est une onstante qui dépend de p. Nous voyons don que s'il existe
une version linéaire d'approximation diophantienne pour les séries en
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plusieurs variables, ontrairement au as des nombres réels algébriques,
la meilleure borne c telle qu'il existe K ave∣∣∣x− u
v
∣∣∣ > K|v|c, ∀u, v ∈ ON
ne peut pas être bornée par le degré de l'extension de KN par x. Il n'ex-
iste don pas de version du théorème de Liouville pour les extensions
nies de KN dans K̂N .
Soit Pp(X, Y ) le polynme X
2 − (T 21 + T
p
2 )Y
2
ave p ∈ N\{0, 1 2}.
Le terme T 21 + T
p
2 n'est pas un arré ar la aratéristique du orps
de base est diérente de 2. Le seul zéro de Pp est alors (0, 0). Soit
Qp(X) = X
2− (T 21 + T
p
2 ). Le polynme Qp a deux raines dans V̂N qui
sont xp et −xp ave
xp = T1
(
1 +
1
2
T p2
T 21
−
1
8
T 2p2
T 41
+ · · ·+
(−1)n−1(2n− 2)!
22n−1(n− 1)!n!
T np2
T 2n1
+ · · ·
)
Notons an := (−1)
n−1 (2n−2)!
22n−1(n−1)!n!
. Soit k un entier positif et notons
xp, k := T1
k−1∑
i=0
ai
T ip2
T 2i1
.
Nous avons
(5) xp − xp, k = T1
∑
i≥k
ai
T ip2
T 2i1
∈ m̂
(p−2)k+1
N
et xp, k s'érit sous la forme
up, k
vp, k
ave up, k et vp, k premiers entre eux et
vp, k = T
2k−3
1 . D'où
ord
(
xp −
up, k
vp, k
)
= k(p− 2) + 1 =
(p
2
− 1
)
ord(vp, k) +
3
2
p− 2,
ou enore
∣∣∣∣xp − up, kvp, k
∣∣∣∣ = e− 32p+2|vp, k| p2−1
Exemple 2.5. Plus généralement, S. Izumi a étudié les polynmes de
la forme Xd − aY d où a n'est pas une puissane d-ième dans ON , et a
montré que la fontion de Artin de es polynmes est bornée par une
fontion ane (f. proposition 5.1 [Iz℄), sans pour autant donner de
bornes expliites.
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3. Preuve du théorème 1.2
Nous pouvons donner la preuve du théorème 1.2 annoné dans l'intro-
dution. Celle-i onsiste à interpréter diéremment le ontre-exemple
2.4 à l'approximation diophantienne de type Liouville :
Soit N ≥ 2 xé. Nous notons P (X, Y, Z) := X2 − Y 2Z. Supposons la
aratéristique de k diérente de 2. Soient p et k des entiers stritement
plus grands que 2 et soient
up, k = T
2k−2
1
k−1∑
i=0
ai
T ip2
T 2i1
, vk = T
2k−3
1 , et zp = T
2
1 + T
p
2
ave, pour tout n ∈ N, an := (−1)
n−1 (2n−2)!
22n−1(n−1)!n!
.
Notons, omme dans l'exemple 2.4, xp, k :=
up, k
vk
= T1
∑k−1
i=0 ai
T
ip
2
T 2i
1
, et
xp := T1
∑
i≥0 ai
T
ip
2
T 2i
1
. En partiulier x2p = zp.
Alors
P (up, k, vk, zp) =
T 21
(
k−1∑
i=0
ai
T ip2
T 2i1
)2
− (T 21 + T
p
2 )
T 4k−61 =
=
((
up, k
vk
)2
− zp
)
v2k = (xp,k − xp) (xp, k + xp) v
2
k ∈ m̂
(p+2)k−4
N
d'après la relation (5) de l'exemple 2.4.
Si (x, y, z) est un zéro de P alors soit z est un arré, soit x = y = 0.
Or
sup
t∈ON
(ord(zp − t
2)) = p
ar la aratéristique de k est diérente de 2, et
min(ord(up, k), ord(vk)) = 2k − 3.
Don, en posant p = k − 2, nous avons
P (uk−2, k, vk, zk−2) ∈ m
k2−4
et sup
(
min{ord(uk−2, k − x), ord(vk − y), ord(zk−2 − z)}
)
≤ 2k − 3
où la borne supérieure est prise sur toutes les raines (x, y, z) de P .
Notons βN la fontion de Artin de P . Soient i ∈ N
∗
pair et k ∈ N
tel que i = 2k − 2. D'après e qui préède, il existe une solution ap-
prohée de P à l'ordre
(
i+2
2
)2
− 4 =
(
i+2
2
)2
− 5 + 1, mais il n'existe
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auune solution de P "prohe" de ette solution à l'ordre i + 1. Don
βN(i) ≥
(
i+2
2
)2
− 5. Si i est impair, omme βN(i) ≥ βN(i − 1), nous
avons βN (i) ≥
(
i
2
)2
− 5. Don pour tout i ∈ N∗, nous avons
βN(i) ≥
i2
4
− 5 . 
4. Appliation : non-existene d'élimination des
quantifiateurs dans le orps k((T1, ..., TN)) pour N ≥ 2
J. Denef et F. Loeser [DL℄ ont donné une preuve du théorème de
Greenberg à l'aide d'un résultat d'élimination des quantiateurs dû à
J. Pas [Pa℄. Nous pouvons appliquer ii la même méthode pour montrer
que dans le as N ≥ 2, il n'y a pas d'existene d'une théorie d'élimina-
tion des quantiateurs dans le orps k((T1, ..., TN )) muni du langage
déni i-dessous.
Dans ette partie, k est un orps algébriquement los.
Soit LPre le langage du premier ordre dont les variables sont les élé-
ments de Z et les symboles sont +, ≤, 0, 1 et pour tout d ∈ Z≥2 un
symbole pour signier la relation binaire x ≡ y mod d.
Soit Lk le langage du premier ordre dont les variables sont les éléments
de k et les symboles sont +, −, ×, 0, 1.
Soit LN le langage du premier ordre dont les variables sont les éléments
de KN et les symboles sont +, −, ×, 0, 1 et le symbole pour la fontion
ord.
Nous pouvons alors énoner le résultat suivant dû à F. Delon [D℄ :
Théorème 4.1. Soit N ≥ 2 xé. Considérons le langage du premier
ordre à trois sortes L := (LPre, Lk, LN , ord, pi), où pi est une fontion
de KN vers k. Soit L
′
le langage formé à partir de L en lui ajoutant
autant de symboles que l'on veut de telle sorte que la restrition de
L′ à Z soit égale à LPre. Alors L
′
n'admet pas d'élimination des KN -
quantiateurs.
Démonstration. Considérons β, la fontion de Artin du polynme P =
X2 − ZY 2 vu omme polynme de ON [X, Y, Z]. Cette fontion peut
se dénir dans les langages L et L′, et don son graphe aussi. En eet,
pour tout entier n nous avons(
P (x, y, z) ∈ mβ(n)+1 =⇒
(
∃x, y, z /
(
x− x, y − y, z − z ∈ mn+1
)
∧P (x, y, z) = 0))
12 GUILLAUME ROND
∧
(
P (x, y, z) ∈ mβ(n) =⇒
(
¬∃x, y, z /
(
x− x, y − y, z − z ∈ mn+1
)
∧P (x, y, z) = 0))
Si L′ admettait une élimination des KN -quantiateurs, alors d'après
un résultat de Presburger, qui dit que LPre admet une élimination des
quantiateurs (f. [Pr℄), et d'après le théorème de onstrutibilité de
Chevalley, le langage L′ admettrait une élimination des quantiateurs.
Le graphe de β, inlus dans Z2, serait don semi-algébrique dans le
langage LPre et il existerait alors une partition nie de N en lasses de
ongruenes telle que β soit ane sur haune de es lasses, e qui est
faux d'après e qui préède. 
Remarque 5. Pour N = 1 un résultat d'élimination des quantia-
teurs a été obtenu par J. Pas (f. [Pa℄).
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